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Superconducting pairing symmetriesSuperconducting pairing symmetries
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𝐻௉
 𝒌 ൌ ∆ 𝒌 𝑃ା 𝒌 ൅ ∆∗ 𝒌 𝑃 𝒌 ;    𝑃ା 𝒌 ൌ 𝑐↑

ା 𝒌 𝑐↓
ା െ𝒌 .𝐻௉

 𝒌 ൌ ∆ 𝒌 𝑃ା 𝒌 ൅ ∆∗ 𝒌 𝑃 𝒌 ;    𝑃ା 𝒌 ൌ 𝑐↑
ା 𝒌 𝑐↓

ା െ𝒌 .

𝒅𝒙𝟐ି𝒚𝟐‐wave:

Van Harlingen, RMP (1995); 
C. C. Tsuei et al., RMP (2000); 
Leggett, RMP (1975); …

Gap function: 𝛥 𝒌 ൌ ∑ 𝛥௟௠𝑌௟௠ሺ𝛺𝒌ሻ௟,௠Gap function: 𝛥 𝒌 ൌ ∑ 𝛥௟௠𝑌௟௠ሺ𝛺𝒌ሻ௟,௠

𝒑‐wave: 3He, Sr2RuO4(?), … triplet pairing

𝒔‐wave: Hg, Pb, MgB2 … singlet pairing

𝒅‐wave: CeCu2Si2, LaBaCuO4 … singlet pairing

𝒍 ൌ 𝟎

𝒍 ൌ 𝟏

𝒍 ൌ 𝟐

𝒍 ൌ 𝟑

𝒌

െ𝒌

FS



Zero‐energy Andreev boundary statesZero‐energy Andreev boundary states
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[11] boundary:
𝜟 𝒌𝒊𝒏 ൌ െ𝜟 𝒌𝒐𝒖𝒕

[10] boundary:
𝜟 𝒌𝒊𝒏 ൌ 𝜟 𝒌𝒐𝒖𝒕

Theory: C.‐R. Hu, PRL 72, 1526 (1994), 
Experiments: J. Wei, et al, PRL 81, 2542 (1998); L. H. Greene, et al,  PRL 89, 177001 (2002), …

𝑘௜௡

𝑘௢௨௧

𝑘௜௡

𝑘௢௨௧

Y. Tanaka, Kashiwaya, PRL 74, 3451 (1995) 

+ +
‐

‐

FS

FS



A new topological class of unconventional superconductivity
in 3D – monopole harmonic symmetry

• Total vorticity over FS
  𝟏 െ 𝟏 ൌ 𝟎

• Total vorticity over FS
𝟏 ൅ 𝟏 ൌ 𝟐

Known: 3He‐A: 𝒀𝟏𝟏ሺ𝜴෡𝒌ሻ
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𝒌𝒙

𝒌𝒚

𝒌𝒛

𝒌‐space

𝒌𝒙

𝒌𝒚

𝒌𝒛

𝒌‐space

Doped Weyl Semi‐metal: 𝒀𝒒ୀ𝟏,𝟏𝟎ሺ𝜴෡𝒌ሻ
monopole 
charge

𝜟𝑵 ∼ 𝒑𝒙 ൅ 𝒊𝒑𝒚

𝜟𝑺 ∼ 𝒑𝒙 ൅ 𝒊𝒑𝒚

𝜟𝑵 ∼ 𝒑𝒙 ൅ 𝒊𝒑𝒚

𝜟𝑺 ∼ 𝒑𝒙 െ 𝒊𝒑𝒚

𝑲𝟎

YL, FDM Haldane, PRL 120, 067003 (2018).



Single‐particle Berry phase ‐ “magnetic” monopole in parameter space
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𝜎 · 𝑛ො  |𝑛ො⟩=|𝑛ො⟩

• Bloch sphere of a 2−level system

𝐴 𝑛ො ൌ 𝑖 𝑛ො 𝛻௡ 𝑛ො

𝛻௡ ൈ 𝐴 ൌ 𝑞𝑛ො

1
2𝜋 ∯ 𝑑𝑛ො · 𝛻௡ ൈ 𝐴 𝑛ො ൌ 2𝑞 ൌ 𝐶

•Monopole charge 𝒒 ൌ 𝟏
𝟐
‐‐ Chern number 𝑪 ൌ 𝟐𝒒 ൌ 𝟏.  

• Adiabatic evolution around a loop: 
Geometric phase 𝛾 ൌ ∮ 𝑑𝑛 · 𝐴 = 𝒒 ൈ enclosed solid angle

|𝜓ሺ𝑛ොሻ⟩ ൌ 𝑒௜ఊ |𝑛ො⟩

𝒏𝒙 𝒏𝒚

𝒏𝒛

|𝜓ሺ𝑛ොሻ⟩
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Chern number = 1 Chern number = ‐ 1



|BCS⟩ ൌ 𝑒∑ ௙ೖೖ ௖భ
శ ௞ ௖𝟐

శ ି௞ |0⟩

ൌ ෑ 1 ൅ 𝑓௞𝑐ଵ
ା 𝑘 𝑐𝟐

ା െ𝑘
௞

|0⟩

Berry phase of Cooper pairs – topologically protected nodal pairing

𝑓௞
1 ൅ |𝑓௞|ଶ ൌ

𝜟𝒌
2𝐸௞

|Ψ௣ 𝒌 ൿ ൌ 𝑐ଵ
ାሺ𝒌ሻ𝑐ଶ

ାሺെ𝒌ሻ|0⟩

𝑨௣
 ሺ𝒌ሻ ൌ 𝑖 Ψ௣ሺ𝒌ሻ 𝜵௞ Ψ௣ሺ𝒌ሻ ് 0

1
2𝜋 ∯ 𝑑𝑘෠ · 𝛻௞ ൈ 𝐴௣ 𝑘෠ ൌ 2𝑞௣

𝜟𝒌: gap function 
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Pair Berry phase Phase of 𝜟 𝒌 Node protection

Spherical  
harmonics

trivial  well‐defined pairing mechanism
total vorticity =0

Monopole
harmonics

monopole charge 𝒒𝒑 Not well‐
defined 

topological protected
total vorticity 𝟐𝒒𝒑

Chern # = ‐1
𝒒𝟏 ൌ  െ𝟏/𝟐

Chern # = 1
𝒒𝟐 ൌ  𝟏/𝟐



Gap closing

ቤ𝒌 ൌ 𝑲𝟎
= 0

Weyl semi‐metal

10

• A general two‐band system in 3D (without any symmetry)

𝐻 𝒌 ൌ 𝐻ଵଵ 𝐻ଵଶ
𝐻ଶଵ 𝐻ଶଶ

ൌ ℎ଴ 𝒌 𝐼 ൅ ෍ ℎ௜ 𝒌 𝜎௜

ଷ

௜ୀଵ

𝐸േ 𝒌 ൌ ℎ଴ 𝒌 േ   ෍ ℎ௜
ଶ 𝒌

ଷ

௜ୀଵ
ℎଷ 𝒌 ൌ 0

ℎଵ 𝒌 ൌ 0

• “Weyl fermions” w/ േ chiralities
appear in pairs (Nielsen‐Ninomiya)

• Linearized dispersion near 

isolated nodes (𝒅𝒆𝒕 𝝏𝒉𝒊
𝝏𝒌𝒋

് 𝟎)

𝐻 𝑲଴ ൅ 𝒌 ൌ േℏ𝑣ி𝒌 · 𝝈
Weyl Node



Time‐reversal (TR) and Inversion
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• TR‐related Weyl points have the same chirality.

Minimal 𝟒 Weyl points 

𝐻 𝐾 ൅ 𝑘 ൌ 𝑘 · 𝜎 𝐻 െ𝐾 ൅ 𝑘 ൌ 𝑘 · 𝜎

TR, no Inversion

• Inversion‐related Weyl points have opposite chiralities.

Inversion, no TR

Minimal 𝟐 Weyl points
• Need to break at least one of TR and inversion symmetries. 

𝐻 𝐾 ൅ 𝑘 ൌ 𝑘 · 𝜎 𝐻 െ𝐾 ൅ 𝑘 ൌ െ𝑘 · 𝜎

𝒌 → െ𝒌, 𝝈 → െ𝝈

𝒌 → െ𝒌, 𝝈 → 𝝈



Weyl points as monopole pairs (k‐space)
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𝐶 𝑘௭ ൌ ඾
𝑑ଶ𝑘
2𝜋 Ω௭ 𝑘 

• Chern # 𝐶 𝑘௭ defined for each 2D crossing section at a fixed 𝐤𝐳 

• Fermi arcs connect projections 
of Weyl point pairs on the surface

Theory: Wan, Turner, Vishwanath, Savrasov, 
PRB (2011); …
(Murakami 2007)

𝑘௬

C=0
C=0

C=0
C=0

C=1
C=1

𝑘௫

𝑘௭

𝑨 𝒌 ൌ 𝑖 𝜓ିሺ𝒌ሻ 𝜕௞ 𝜓ିሺ𝒌ሻ

0

NbAs

Ta
As

TaAs
Observed in TR invariant Weyl semi‐metals

ARPES: Hasan’s group, Ding’s group (2015); …



TR breaking Weyl semi‐metals
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• Magnetism and topology 

YbMnBi2
Cava’s group 
arXiv:1507.04847 
…

Mn3Sn
S. Nakatsuji’s group
Nature 2015

First principle:
C. Felser’s group (2013)
B. Yan’s group (2016)

L. Balents’ group (2017)

A. Burkov, 
L. Balents
PRL (2011)

Wan, Turner, Vishwanath, Savrasov, PRB (2011),
Witczak‐Krempa, Kim, PRB (2012)

bcc Fe
Gosalbez‐Martinez, 
Souza, Vanderbilt 
PRB (2015)



Doped TR‐breaking Weyl semi‐metal (with parity)
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• Fermi surfaces appear at 𝝁 ് 𝟎. 

• Fermi surfaces generally not spherical. 

𝐴 𝒌 ൌ െ𝐴 െ𝒌

Ω 𝒌 ൌ Ω െ𝒌

඾ 𝑑𝑆௞ ·
 

ிௌశ

Ω 𝒌 ൌ െ ඾ 𝑑𝑆௞ ·
 

ிௌష

Ω 𝒌

𝐴 𝒌 ൌ 𝑖⟨𝒌|𝛻𝒌|𝒌⟩

• Inversion‐related Fermi surfaces carry the 
opposite Chern #’s.

odd

even

odd

(k=0)

𝑲𝟎

𝐹𝑆ା

𝐹𝑆ି

െ𝑲𝟎

Ω 𝒌

Ω െ𝒌

𝒌

െ𝒌



Pair Berry phase from Fermi surface topology

1
2𝜋

඾ 𝒅𝑺𝒌 · 𝜴𝒑 𝒌
𝑺శ

ൌ
2

2𝜋
඾ 𝒅𝑺𝒌 · 𝜴 𝒌

ிௌశ

• Inter‐Fermi surface pairing is favored
(common center‐of‐mass momentum) 

𝑨௉ 𝒌 ൌ 𝑖 𝑘ା 𝜕௞ 𝑘ା ൅ 𝑖 െ𝑘ି 𝜕௞ െ𝑘ି

ൌ 𝑨ା 𝒌 െ 𝑨ି െ𝒌 ൌ 2𝑨ା 𝒌

• Contributions from |𝒌⟩ା and |െ𝒌⟩ି add up. 

𝛹௣ 𝑘 = |𝑘⟩ା⨂ |െ𝑘⟩ି

𝐴௣ 𝑘 ൌ 𝑖 Ψ௣ሺ𝒌ሻ 𝜕௞ Ψ௣ሺ𝒌ሻ

|െ𝑘⟩ି=𝛼ି
ା െ𝐾଴ െ  𝑘 |0⟩• Pair monopole charge  𝑞௣ ൌ 2𝑞 ൌ 1

|𝑘⟩ା=𝛼ା
ା 𝐾଴ ൅  𝑘 |0⟩

(k=0)

𝑲𝟎

𝐹𝑆ା

𝐹𝑆ି

െ𝑲𝟎

Ω 𝒌

Ω െ𝒌

𝒌

െ𝒌
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Monopole Harmonic 
Superconductivity

w/o superconductivity

?

Weyl Semi‐metal
(doped)

s‐waved‐
w
av
e

…

?

Superconductivity

?

Single‐particle 

Berry Phase

Previous work on superconducting Weyl semimetals:
Meng and Balents (2012);
Cho, Bardarson, Lu, Moore (2012); 
Hosur, Dai, Fang, Qi (2014)…



Pair Berry phase leads to nodal vorticity

• The gap nodes of ∆ 𝒌 possess total vorticity of 
𝟐𝒒𝒑 on  𝑺ା

1) Gauge invariant “velocity”.  Performing integrals along small loops 
around all nodes .

|Δሺ𝑘ሻ|𝑒௜థሺ௞ሻ

𝑣 𝑘 ൌ 𝛻௞
 𝜙 𝑘 െ 𝐴௣

 𝑘
1

2𝜋
ර 𝑑𝑘 · 𝑣

 

஼೔

ൌ 𝑔௜

𝐻௉
 𝑘 ൌ ∆ 𝑘 𝑃ା 𝑘 ൅ ∆∗ 𝑘 𝑃 𝑘

𝑃ା 𝑘 ൌ 𝛼ା
ା 𝐾଴ ൅  𝑘 𝛼ି

ା െ𝐾଴ െ  𝑘

• General pairing Hamiltonian: smooth w.r.t.  𝒌.  

2) Reverse the direction of each loop and apply Stokes theorem. 

െ ෍ 𝑔௜
௜

ൌ
1

2𝜋 ෍ ර 𝑑𝑘 · 𝑣
 

஼೔̅௜

ൌ െ ඾
𝑑𝑘
2𝜋

 

 
· ሺ𝛻௞

 ൈ 𝐴௣
 ሻ ൌ െ2𝑞௣.

Related previous work: Murakami, Nagaosa (2003); 
H. Yao, private communication.

YL, FDM Haldane, PRL 120, 067003 (2018).



Monopole harmonics instead of spherical harmonics

q

• Angular momentum eigenstates 𝑌௤;௝௝೥ሺ𝑘෠ሻ in the presence of a 
monopole with charge q. 

𝐿 ൌ ℏ𝑘 ൈ െ𝑖𝜕௞ െ
1
𝑘 𝐴 𝑘෠ െ 𝑞ℏ𝑘෠

𝐿ଶ𝑌௤;௝௝೥ሺ𝑘෠ሻ ൌ ℏଶ𝑗ሺ𝑗 ൅ 1ሻ 𝑌௤;௝௝೥ሺ𝑘෠ሻ

𝐿௭𝑌௤;௝௝೥ 𝑘෠ ൌ ℏ𝑗௭𝑌௤;௝௝೥ 𝑘෠ , 𝑗 ൒ |𝑞|

Yang and Wu 1976, Haldane 1983

𝑌௤೛ୀଵ,௟,௠

𝒍 ൌ 𝟏

𝒍 ൌ 𝟐

𝒍 ൌ 𝟑

𝒎 ൌ 𝟏 𝒎 ൌ 𝟐 𝒎 ൌ 𝟑𝒎 ൌ െ𝟏𝒎 ൌ െ𝟐𝒎 ൌ െ𝟑 𝒎 ൌ 𝟎

𝑢௞
𝑣௞

ൌ
cos

𝜃௞
2  

sin
𝜃௞
2 𝑒௜థೖ

• Example:

𝑌௤೛ୀଵ,௟ୀଵ,௠ ൌ 𝑢ଶ, 𝑢𝑣, 𝑣ଶ

𝑘



Monopole Harmonic Pairing

19

𝑉෨ 𝒌, 𝒌ᇱ ൌ ෍ 4𝜋
௝௠

𝑔෤௝𝑌 ଵ,௝௠
∗ 𝒌෡ 𝑌 ଵ,௝௠

 𝒌෡′

𝐻෩௣௔௜௥ ൌ ෍ 𝑉෨ 𝒌, 𝒌ᇱ 𝑃 
ற 𝒌 𝑃 𝒌ᇱ ൅ ℎ. 𝑐. 

௞,௞ᇲ

𝑉 𝒌 · 𝒌ᇱ ൌ ෍ 4𝜋𝑔௟
௟௠

𝑌௟௠
∗ 𝒌෡ 𝑌௟௠

 𝒌෡′

𝑔௝෦ ൌ
1

2𝑗 ൅ 1 ෍ 2𝑙 ൅ 1 𝑔௟ 𝑙0; 11 𝑗1 ଶ

௟ୀ௝,௝േଵ

• After projection onto FS  േ
 

𝑲𝟎 ൅ 𝒌

𝐹𝑆ା

𝐹𝑆ି

𝑲𝟎 ൅ 𝒌′

െሺ𝑲𝟎 ൅ 𝒌′ሻെሺ𝑲𝟎 ൅ 𝒌ሻ

),( kkV



• If 𝐹𝑆േ can be approximated by spheres, partial wave decomposition of 
bare scattering before projection. 

Δሺ𝒌ሻ ൌ |Δሺ𝑘ሻ| ෍ 𝑐௝௠𝑌௤೛;௝௠ 𝒌෡ .
௝ஹ௤೛,௠

• In general,



Example: Weyl semi‐metal of spinless fermions

𝐻௄ ൌ ෍ 𝑐௔
ற 𝑘 ሼ𝑉 𝑘௬ 𝜎ଷ ൅ 𝑡ି cos 2𝑘௫ ൅ 𝑡ା 𝑘௬, 𝑘௭ 𝜎ଵ

௞

൅ sin 2𝑘௫ 𝜎ଶ െ 𝜇ሽ௔௕𝑐௕ 𝑘  ൅ ℎ. 𝑐.

𝑉 𝑘௬ ൌ 2𝑘௬,   𝑡ା 𝑘௬, 𝑘௭ ൌ െ 𝑘௬
ଶ ൅ 𝑘௭

ଶ ,   𝑡ି ൌ 1.

𝑨ሺ𝒊, 𝒌𝒚, 𝒌𝒛ሻ 𝑩ሺ𝒊, 𝒌𝒚, 𝒌𝒛ሻ

𝑡ା 𝑘௬, 𝑘௭ 𝑡ି 𝑡ା 𝑘௬, 𝑘௭ 𝑡ି

Modified Rice‐Mele model:
Pavan Hosur;
FDM Haldane.

→ x

• 𝜎௭‐eigenstates refer to A‐, B‐sublattice. 

• Inv. operation  A⟷B  (𝝈𝟏 ⟶ 𝝈𝟏, 𝝈𝟐,𝟑 ⟶ െ𝝈𝟐,𝟑)  and  𝒌 → െ𝒌. 

• TR (𝝈𝟏,𝟑 ⟶ 𝝈𝟏,𝟑, 𝝈𝟐 ⟶ െ𝝈𝟐) and 𝒌 → െ𝒌.

• TR breaking but inversion invariant. 



Weyl points, helical Fermi surfaces, surface modes

𝐾଴

െ𝐾଴

𝐹𝑆ା

𝐹𝑆ି

• 𝑭𝑺േ carry non‐zero  monopole charges  േ𝒒 ൌ േ 𝟏
𝟐
.  

• Chiral surface Fermi arcs (the yz–boundary plane) െ𝑲𝟎൏ 𝒌𝒛 ൏ 𝑲𝟎

𝜇 ൐ 0 𝐸

• Weyl points : 
േ𝑲𝟎 =േ (0,0,1).  

𝑘௬
𝑘௫

𝐸

𝑘௭

𝑘௫

𝑘௬

𝑘௬



Universal nodal vorticity ‐ regardless of pairing patterns

22

A)  If ∆𝒚ൌ െ𝒊∆𝒙,   𝒑 ൅ 𝒊𝒑 at north pole and 𝒑 െ 𝒊𝒑
at south pole.   

• 1+1=2 (fundamental nodes)  

B) If ∆𝒚ൌ 𝒊∆𝒙,   𝒑 െ 𝒊𝒑 at north pole and 𝒑 ൅ 𝒊𝒑
at south pole contributing vorticity െ𝟐; 

Four nodes appear around the equator 
contributing vorticity +𝟒.

• ‐1‐1+1+1+1+1=2 

𝐻∆ 𝑘 ൌ ෍ 𝑐௔
ற 𝑘 ሼ2𝑖∆௫ sin 2𝑘௫ ൅ 2𝑖∆௬ sin 𝑘௬ 𝜎ଵ

௞

ሽ௔௕𝑐௕
ற െ𝑘 ൅ ℎ. 𝑐.

𝐹𝑆ା

𝐹𝑆ା



Surface spectra:  Majorana meets Weyl
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•Majorana modes :  positive  negative 
chirality as 𝑘௭ from N  S‐hemisphere.

• Connect to surface modes from the Weyl 
band structure. 
• Chirality :  0 ሺ𝑘௭൐ 𝑘௡ሻ  1 ሺ𝑘௡ ൐ 𝑘௭ ൐ 𝑘௦ሻ
 2 ሺ𝑘௭ ൏ 𝑘௦ሻ . 

𝒌𝒛≈𝒌𝒏 𝒌𝒛≈𝒌𝒔 𝒌𝒛൏𝒌𝒔

𝐹𝑆ା
𝐲 𝐱

൅𝟏 ൅𝟏 െ 𝟏 ൅ 𝟏 ൌ ൅1 ൅𝟐
Related previous work based on mirror symmetry: 

SA Yang, H. Pan, F. Zhang (2014); Lu, Yada, Sato, Tanaka (2015)

YL, FDM Haldane, PRL 120, 067003 (2018).



Surface spectra: Majorana meets Weyl

•Majorana modes:  negative  positive chirality 
as 𝑘௭ from N  S‐hemisphere.

𝐹𝑆ା
𝒌𝒏

𝒌𝒔

െ𝟏 െ𝟏 ൅ 𝟒 ൌ ൅𝟑 െ𝟐 ൅ 𝟒 ൌ ൅𝟐

𝒌𝒛≈𝒌𝒏 𝒌𝒛≈𝒌𝒔 𝒌𝒛൏𝒌𝒔

• Chirality :  0 ሺ𝑘௭൐ 𝑘௡ሻ 1 (north herm‐sphere)

 3(south hemi‐sphere)  2 ሺ𝑘௭൏ 𝑘௦ሻ

𝐲 𝐱

YL, FDM Haldane, PRL 120, 067003 (2018).



• Low energy physics: emergent Majorana
nodes on 𝑭𝑺േ in  the Nambu spinor Rep. 

𝐹𝑆ା

𝐹𝑆ି

𝒌𝒏

𝒌𝒔

𝐻eff ൌ
𝑣ிሺ𝑘௭ െ 𝑘௡ሻ |∆|ሺ𝑘௫ ൅ 𝑖𝑘௬ሻ

|∆| 𝑘௫ െ 𝑖𝑘௬ െ𝑣ிሺ𝑘௭ െ 𝑘௡ሻ

• High energy scale: band structure Weyl nodes. 

• Vortex of ∆ 𝑘 on FS  ⟷ Majorana‐

Weyl monopole in the 𝑘‐space

• Topology threads all the energy scales

Low energy excitations determined by high energy topo.
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Half‐integer angular momentum pairing

• Integer partial‐wave symmetries:  𝒀𝒒,𝒋𝒎
 ሺ𝛀෡𝒌ሻ

• Half‐integer monopole charge q: spinor representation of SU(2) group.

Conventional: 𝒒 ൌ 𝟎, 𝒋 ൌ 𝟎 Unconventional: 𝒒 ൌ 𝟎, 𝒋 ് 𝟏, 𝟐, … 

Monopole harmonics (integer 𝒒 ൌ 𝟏, 𝟐, . . ):  𝒋 ൌ |𝒒|, |𝒒| ൅ 𝟏, … . 

𝑌௤ ;௝,௝೥ 𝜃, 𝜑 ൌ
2𝑗 ൅ 1

4𝜋 𝑒௜ ௤ା௝೥ ఝ𝑑௠,ି௤
 ௝ 𝜃 , 𝑗 ൒ 𝑞 .

Example: 𝒒 ൌ െ 𝟏
𝟐

 
.

𝒋 ൌ
𝟏
𝟐

 
, 𝒋𝒛 ൌ േ

𝟏
𝟐

𝒖 ≡ 𝑌
ି𝟏

𝟐;ଵଶ,ଵଶ
𝜃, 𝜑 ൌ 𝒄𝒐𝒔

𝜽
𝟐 𝒗∗ ≡ 𝑌

ି𝟏
𝟐;ଵଶ,ିଵ

ଶ
𝜃, 𝜑 ൌ 𝒔𝒊𝒏

𝜽
𝟐 𝒆ି𝒊𝝓



3D Weyl type spin‐orbit coupling

• Split‐Fermi surfaces with opposite monopole 
charges 𝒒 ൌ േ 𝟏

𝟐

 

𝐻௖
଴ 𝒌 ൌ 𝑐ఈ

ା 𝒌
𝑘ଶ

2𝑚 െ 𝝀𝑺𝑶𝑪𝝈 ⋅ 𝒌
ఈఉ

𝑐ఉ 𝒌 െ 𝜇

𝑘௙ା

𝑘௙ି

• 3D synthetic Weyl type spin‐orbit coupling in cold atoms 

• Another spinless fermion with Fermi surface 
matching with a split one, e.g. 𝒌𝒇,𝒅

 ൌ 𝒌𝒇ା

𝐻ௗ
଴ 𝒌 ൌ

𝑘ଶ

2𝑚 𝑑ା 𝒌 𝑑ሺ𝒌ሻ

𝑘௙,ௗ



Paring between two Fermi surfaces with  and 

• Spinor gap function 𝚫𝜶
 𝒌 ൌ 𝚫↑ 𝒌 ,

𝚫↓ 𝒌

 

Spin‐orbit coupled spherical harmonic gap functions (mixing opposite parity 
eigenstates)   

𝐻୼
 𝒌 ൌ Δఈ 𝒌 𝑐ఈ

ା 𝒌 𝑑ା െ𝒌 ൅ Δఈ
∗ 𝒌 𝑑 𝒌 𝑐ఈሺെ𝒌ሻ 𝒌 

െ𝒌 

𝚫𝟏,𝜶
 𝒋 ,𝒍,𝒋𝒛 𝒌 ൌ 𝚫𝝓𝒋

 
ୀ𝒍ା𝟏

𝟐, 𝒍, 𝒋𝒛,𝜶
ሺ𝒌෡ሻ 𝚫𝟐,𝜶

 𝒋 ,𝒍ା𝟏,𝒋𝒛 𝒌 ൌ 𝚫𝝓𝒋
 

ୀ𝒍ା𝟏
𝟐, 𝒍ା𝟏, 𝒋𝒛,𝜶

ሺ𝒌෡ሻ

• Inversion symmetry is broken but rotation symmetry is 
preserved.  

• Pairing between positive helicity (C=1) and spinless Fermi 
surfaces (C=0). 



Projection to the helicity basis

𝒌 

െ𝒌 

𝜒 
ା 𝒌 ൌ  𝜆ା,ఈሺ𝑘෠ሻ𝑐ఈ

ା 𝒌

𝐻୼
 𝒌 ൌ Δ 𝒌෡ 𝜒ା 𝒌 𝑑ା െ𝒌 ൅ Δ 

∗ሺ𝒌෡ሻ𝑑 െ𝒌 𝜒 𝒌

Helicity basis 𝝈 ⋅ 𝒌෡ 𝝀േ 𝒌෡ ൌ േ|𝝀േሺ𝒌෡ሻ〉 

𝑱 ൌ 𝒌෡ ൈ െ𝒊𝛁𝒌 െ 𝑨𝒌 ൅
𝒌෡
𝟐 ,    𝑨𝒌ൌ 𝒊〈𝝀ା 𝛁𝐤 𝝀ା〉

Δ 𝑘෠ ൌ Δ𝑌
ିଵ

ଶ,௝,௝೥
ሺ𝑘෠ሻ

• Project 𝑱 ൌ 𝑳 ൅ 𝝈
𝟐
to the subspace of  𝚫 𝒌෡ 𝝀ା 𝒌෡ : 

• Spin‐orbit coupled spherical harmonics monopole harmonics 

𝝓
𝒋ୀ𝒍ା𝟏

𝟐, 𝒍, 𝒋𝒛,𝜶
 

 
𝒌෡ ൌ 𝟏

𝟐
ሺ𝒀ି𝟏

𝟐 ,𝒋,𝒋𝒛
𝒌෡ 𝝀ାሺ𝒌෡ሻ + 𝒀𝟏

𝟐 ,𝒋,𝒋𝒛
𝒌෡ 𝝀ିሺ𝒌෡ሻ) 

𝝓
𝒋ୀ𝒍ା𝟏

𝟐, 𝒍ା𝟏, 𝒋𝒛,𝜶
 

 
𝒌෡ ൌ 𝟏

𝟐
ሺെ𝒀ି𝟏

𝟐 ,𝒋,𝒋𝒛
𝒌෡ 𝝀ାሺ𝒌෡ሻ + 𝒀𝟏

𝟐 ,𝒋,𝒋𝒛
𝒌෡ 𝝀ିሺ𝒌෡ሻ) 

𝑞 ൌ െ
1
2



Gap node as vortex on pairing surface   (q= 𝟏
𝟐

 𝟏
𝟐

 

𝑣 𝑘 ൌ 𝛻௞
 𝜙 𝑘 െ 𝐴௣

 𝑘
1

2𝜋 ෍ ර 𝑑𝑘 · 𝑣
 

஼೔஼೔

ൌ 2𝑞 ൌ െ1

Δ 𝑘෠ ൌ Δcos
𝜃௞
2  

𝒋𝒛 ൌ
𝟏
𝟐

 

Δ𝑠𝑖𝑛
𝜃௞
2  𝑒ି௜థ 

𝒋𝒛 ൌ െ
𝟏
𝟐

 

Gap symmetry:   𝒀
ି𝟏

𝟐,𝟏𝟐,𝟏𝟐

 

𝒌𝒛

𝒌𝒙 𝒌𝒚
𝒌𝒙

𝒌𝒚

𝒌𝒛

𝒀
ି𝟏

𝟐,𝟏𝟐,ି𝟏
𝟐

 

Time‐reversal



Bogoliubov quasi‐particles ( 𝟏
𝟐 𝒛

𝟏
𝟐

 

𝜓ሺ𝒌ሻ ൌ
𝜒ሺ𝒌ሻ

𝑑ାሺെ𝒌ሻሻ𝐻 𝑘 ൌ 𝜖௞ െ 𝜇 𝜏ଷ ൅ Δ cos
𝜃௞
2 𝜏ଵ

𝛾ଵ
ା  𝒌 ൌ cos  

𝜃௞
ᇱ

2 𝜒ା 𝒌 ൅ sin  
𝜃௞

ᇱ

2 𝑑ሺെ𝒌ሻ 𝛾ଶ
ା  𝒌 ൌ sin  

𝜃௞
ᇱ

2 𝑑ା 𝒌 െ cos  
𝜃௞

ᇱ

2 𝜒 ሺെ𝒌ሻ

𝑡𝑎𝑛𝜃௞
ᇱ ൌ

Δ cos 𝜃௞
 

2
𝜖௞ െ 𝜇

𝐸ଵ
ଶ 𝑘 ൌ 𝜖௞ െ 𝜇 ଶ ൅ Δଶ cosଶ 𝜃௞

2
𝐸ଶ

ଶ 𝑘 ൌ 𝜖௞ െ 𝜇 ଶ ൅ Δଶ sinଶ 𝜃௞
2



Real space texture: curvature  vortex ( 𝟏
𝟐

𝟏
𝟐

 

• Gap symmetry: spinor 𝜼 ൌ 𝒘
𝒕

 

 Hopf map 𝒏ෝ ൌ 𝜼ା𝝈𝜼 

𝒏ෝ

𝚫 𝒓 ൌ 𝚫𝒆𝒊𝝓 𝒓  
𝜼ሺ𝒓ሻ

• Super‐current: 𝒗 𝒓 ൌ
ℏ

𝟐𝒎 𝛁𝝓 𝒓 െ 𝑨𝒈 𝒓 , 𝑨𝒈 𝒓 ൌ 𝒊𝜼ା 𝒓 𝛁𝜼ሺ𝒓ሻ

𝛁 ൈ 𝒗 𝒓 ൌ െ
ℏ

𝟐𝒎 𝛁 ൈ 𝑨𝒈ሺ𝒓ሻ 𝟐𝒎
ℏ ∮ 𝒅𝒍 ⋅ 𝛁 ൈ 𝒗 𝒓 ൌ 𝟏

𝟐 ∬ 𝒏 ⋅ 𝝏𝒊𝒏 ൈ 𝝏𝒋𝒏 𝒅𝒙𝒊 ∧ 𝒅𝒙𝒋ൌ2𝝅

• Single vortex appears for a 
hedgehog n(r)  𝒏ෝ(r)

real space



CDW Berry Phase

 Particle‐hole Berry phase



 CDW Berry connection 
difference of single‐particle 
connections

FS

+ chirality - chirality + chirality - chirality

• Charge/spin density wave:  condensate in the particle‐hole channel

𝐻஽
 𝒌 ൌ ∆ 𝒌 𝑊ା 𝒌 ൅ ∆∗ 𝒌 𝑊 𝒌 ;    𝑊ା 𝒌 ൌ 𝑐ଵ

ା 𝒌 𝑐ଶ
 𝒌 ൅ 𝑸 .

(Eric Bobrow, Canon Sun, YL, in preparation)



The Model

 Weyl nodes along kz axis at

Pseudospin Pauli matrix 

- + - +

 Satisfies nesting condition

Chirality

 Spatially-varying potential

 CDW order 
parameter

 Open boundary in y
 Periodic in x, z


 Kinetic terms



cut (Fermi arcs)

Basis
 Green – mostly k type
 Magenta – mostly k+Q type
 y = 0 edge

cut



cut (new surface states) 

Basis
 Green – mostly k type
 Magenta – mostly k+Q type
 y = 0 edge

cut



Summary and Outlook

37

•Monopole harmonic superconductivity ‐‐
spherical symmetry is insufficient . 

• Non‐trivial pair Berry phase  Topological 
protected nodal structure determined by FS 
topology instead of interaction and symmetry.

Thank you!

𝑭𝑺ା

𝑭𝑺ି

•Monopole harmonic superconductivity by proximity? 
Phase sensitive measurements? …

• Nodal lines of 𝜟ሺ𝒌ሻ as vortex lines in 3D 𝒌‐space, 
where Weyl points are the source and drain.

• Fundamental nodes on 𝐹𝑆േ contribute total 
vorticity േ2𝑞௣ (independent of pairing mechanism)  

• Non‐fundamental nodes appear in pairs (can be 
affected by specific pairing mechanism)
• Half‐integer harmonic superconductivity: 
Texture in real space: geometric curvature induced vortex


